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Streszczenie

Obwiednia wypukta podwykresu funkcji zliczajacej liczby pierwsze x—m(x) jest zbiorem wypuklym
ograniczonym od gory przez wykres pewnej kawatkami liniowe] funkcji x—€(x). Wierzchotki tego zbi-
oru (wezly famanej) tworza nieskonczony ciag punktow (e,,m(e,)), 0. W niniejszej pracy przedstawione
beda pewne obserwacje dotyczace ciagu (e_k ) 17 sugerowane przez zbidr 2500 jego poczatkowych
WYyrazow.

Stowa kluczowe: liczby pierwsze, funkcja zliczajgca liczby pierwsze, hipoteza Riemanna

Abstract

The envelope convex subtraction of the first counting function x—m(x) is a convex set delimited from the
top by a graph with a certain piece of the linear function x—€(x). The vertices of this set (broken nodes)
form an infinite series of points (¢_k,m(e_k)) 1"co. In this paper we will present some observations on the
sequence (¢_k ) 1o suggested by the 2500 collection of its initial words.
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Wstep
Liczby pierwsze to generatory potgrupy multiplikatywnej N* (gdzie N* =
{1,2,3,...}). Nie mozna ich rozrdézni¢ uzywajac jedynie jezyka mnozenia. Mozna to

natomiast zrobi¢ wykorzystujac naturalny porzadek w N*. Funkcja x = m(x), zwana funkcjg
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zliczajqcq liczby pierwsze, ktorej definicje przypominamy nizej, jest przykladem odwotania
si¢ do tego typu porzadkowych wilasnosci. Funkcja ta, znana od ponad dwu wiekow, jest
jednym z najintensywniej badanych obiektow matematycznych, i to przez najwybitniejszych
uczonych. Mimo to nie znamy odpowiedzi na pewne wazne, dotyczace tej funkcji, pytania.
Zwiazane s3 one z tzw. hipotezq Riemanna o potozeniu nie-trywialnych zer funkcji dzeta. To
trudna problematyka, przekraczajaca kompetencje autora niniejszego artykutu. W pracy tej
zajmiemy si¢ prostszym pojeciowo badaniem niektorych geometrycznych wlasnosci wykresu
funkcji . Sg one z jednej strony fatwe do zdefiniowania i relatywnie latwe do numerycznego
badania, a z drugiej strony prowadza do trudnych pytan.

Pewne geometryczne wlasnosci wykresu  byly badane wiele lat temu (1979) miedzy
innymi przez C. Pommerance [4] i nie tak dawno temu (2006) przez H.L. Montgomery’ego i
S.Wagona [2]. Przypomnimy teraz pewne definicje i oznaczenia.

Niech P = {p;,p,,...} oznacza cigg liczb pierwszych, t.j. P = {2,3,5,7,11,...}. Zazwyczaj
funkcje m: [2,00) — [1, 00) definiuje si¢ wzorem:
m(x) = Z 1. (1)
pEP,p<x
czyli (x) jest liczbg liczb pierwszych nie wigkszych niz x.

Jednym z najwazniejszych twierdzen w teorii liczb, do ktérego bedziemy sig
odwotywac, jest twierdzenie o rozmieszczeniu liczb pierwszych — w skrocie PNT —
postulowanie niezaleznie przez Gaussa i Legendre’a na przetomie XVIII i XIX wieku, a
udowodnione dopiero pod koniec XIX wieku przez Hadamard’a i de la Vallée-Poussin’a:

Twierdzenie 1. Zachodzi rownosc:

om(x)
In (x)

W niektorych rozumowaniach i interpretacjach wygodniej bedzie postugiwaé sie funkcja
m*:[2,00) — [1,00) okreslong przez warunki: ©*(py) = m(py), " jest ciagla i afiniczna w

prze—dzia—tach [pg, Pr+1]-

Definicja liczb pierwszych ekstremalnych
Funkcja m* jest rosngca i ciaggla, i gdy "patrzy¢ na nig z daleka", wydaje si¢ by¢
funkcja wklesta, chociaz taka nie jest. Dopuszcza ona jednak majoranty wklgste. W

szczegoblnosci wiadomo, ze istnieje stala B > 1 taka, ze:
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X

n(x) <B- In (x) 2)

(wynika to oczywiscie z PNT (Prime Number Theorem), ale udowodnione byto wczesniej).
Rozwazmy zbidr
QA ={f:[2,0) — [1,0): f = 7", f — wklesta}, 3)
i zauwazmy, chociaz to nie bedzie odgrywalo roli w naszych rozwazaniach, ze ) jest
podzbiorem stozka wektorowego wszystkich nieujemnych i wklestych funkcji na [2, o).
Kladziemy dla x € [2, o)
€(x) = inf{f(x): f € O}, (4)
tj. funkcja € jest obwiednia dolng rodziny (1. Innymi stowy funkcja € jest najmniejsza
funkcja wklesta, ktora jest wieksza lub réwna niz m* (réwnowaznie, niz m). Nietrudno
zauwazyc¢, ze € jest wklesta i kawatkami afiniczna, a zatem zbior
I'={(x,y) ER%:x € [2,0),0 <y < e(x)} ®)
jest wypukty. Przypomnijmy, ze gdy U jest zbiorem wypuklym i b € U, to méwimy, zZe b jest
punktem ekstremalnym zbioru U, wtedy i tylko wtedy, gdy b nie jest punktem wewngtrznym
nietrywialnego odcinka lezacego w U.
Mozemy teraz sformutowaé nastepujaca definicje.
Definicja 2.
Liczbe pierwszg p € P bedziemy nazywali ekstremalng liczbq pierwszg, gdy punkt (p, w(p))

Jjest punktem ekstremalnym zbioru wypukiego T.

Wiasnosci zbioru liczb pierwszych ekstremalnych

Niech [E oznacza zbior wszystkich liczb pierwszych ekstremalnych. Czasami
wygodniej jest mowi¢ o ciggu liczb pierwszych ekstremalnych E = {ey,e,,...,}, gdzie
e; < ey < es..., tj. ciag (er)y jest silnie rosnacy.
Latwo sprawdzié, ze 2, 3 1 7 sa liczbami ekstremalnymi, natomiast np. 11, 17 nie sg liczbami
ekstremalnymi. Zatem [E i N* \ E sg zbiorami niepustymi.
Nieco ciekawsza jest nastgpujaca propozycja.
Propozycja 3. Zbior E jest nieskonczony.
Proof.
Niech [, oznacza lini¢ prosta (funkcje afiniczng przechodzaca przez punkty (ex_q, w(ex_1)) i
(ex,m(ex)). Z Definicji 1 wynika, ze wykres funkcji € lezy ponizej linii [,. Daje to prosta,

indukcyjng metod¢ znalezienia nastepnej liczby ekstremalnej ep,q, o ile dane sa
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€1,€s,...,€,_1, € (W istocie wystarczy znac tylko e,_q i e;). W tym celu rozwazamy ilorazy

réznicowe postaci

n(p) — m(ex)
L(p) =——F"— Q)
* P~ €
dlap € P,p > ey. Z uwagi poczynionej wyzej wynika, ze dla kazdego p > e, mamy:
m(ex) — m(ex-1)
0 <) < ———— ==l (e): ™
€k — €k-1
Wykorzystujac ogodlnie znany fakt
T
lim ﬂ =0 ®)
poe D

mamy lim,_, I; (p) = 0. Istnieje zatem skonczony zbior P, < IP liczb pierwszych taki, ze
Po € P = p, > e 1 taki, ze I (p) < Ix(p,) dla p > e,. Kladziemy e, = max Py i to
konczy dowdd faktu, ze E jest nieskonczony.

Niech

5, = T(er41) :T[(ek)’ ©)
€r+1 — €k

tj. 6, jest nachyleniem n-tego segmentu lezacego na wykresie funkcji €. Poniewaz € jest
rosnaca 1 wklesta, wiec cigg (6x)1" jest dodatni i Scisle malejacy. Zauwazmy, ze ciag (0x)71
moze by¢ identyfikowany z pochodng funkcji €. Wobec monotonicznosci istnieje granica
6 = limg_, 0% = 0 1 musi by¢ réwna zero (§ = 0), co wynika raz jeszcze z twierdzenia
Legendre’a.

Liczba a, = &, " jest miara gestosci liczb pierwszych w przedziale [ey, e41) i moze by¢
interpretowana jako $rednia roznica migdzy kolejnymi liczbami pierwszymi w tym
przedziale. Z uwagi poczynionej wyzej wynika, ze ciag ()7 jest silnie rosnacy.
Naturalnym jest pytanie o moc zbioru N \ E. Mamy

Propozycja 4. Zbior N \ E jest nieskornczony.

Proof.

Chociaz ta wlasno$¢ jest spodziewana, to jej uzasadnienie nie jest catkiem banalne, bo wigze
si¢ z istnieniem matych réznic miedzy liczbami pierwszymi. Zauwazmy, ze card(N \ E) <
o jest sprzeczne z hipoteza par blizniaczych. Nie tak dawno udowodniono, ze
liminf (ppe1 —pp) <7-107 [4]. Wobec uwagi poczynionej wyzej zapewnia to

nieskonczonos¢ zbioru N\ E.
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Liczby pierwsze ekstremalne kolejno, czy tez zbidr liczb pierwszych ekstremalnych w
cato$ci, mogg by¢ definiowane na wiele, nieco si¢ réznigcych sposobéw. Omoéwimy niektore.
Jak wiadomo, funkcja jest wypukla (wklgsta) gdy w kazdym podprzedziale przedzialu
okreslonos$ci spetnia nierdwnos¢ Jensena. Wezmy pod uwage funkcje 7™ i przedziat [a, b] €
[2, ). Bedziemy mowili, ze [a, b] jest nietypowy, gdy dla A € (0,1) mamy

n*(A-a+ (1 —=21)-b) <An*(a) + (1 —A)m*(b). (10)
Latwo sprawdzi¢, ze przedziatly nietypowe istniejg i ich przestrzen, z porzadkiem danym
przez inkluzje, ma elementy maksymalne. Konce takich maksymalnych przedziatow (dla ™)
to wlasnie liczby pierwsze ekstremalne.
Mozna takze zauwazyC, ze zbior E jest w pewnym sensie minimalny, ze wzgledu na
wilasnos¢ (10). Istotnie, przypusémy, ze G = (g;);° jest podciagiem ciagu P liczb
pierwszych, takim, ze g; = 2.
Niech

T(Grs1) — ”(gk).

0,(G) =
«(® Ir+1 — Gk

(11)

Bedziemy moéwili, ze G jest wklgsty, gdy 6, (@) jest silnie malejacy. Dla przyktadu E jest
wklesty, podczas gdy P nie jest wklgsty. Podciag ciggu wklgstego jest wklesty.

Ciag E liczb pierwszych ekstremalnych ma nastepujgcg wlasnosc:

Propozycja 5. Przypusémy, ze cigg (gy)7 jest wklesly i cigg E jest podciggiem ciggu G.
Wtedy E = G.

Proof. Oczywiscie e; = g, = 2. Poniewaz nie ma liczb pierwszych migdzy 2 i 3, oraz e, €
G, wige takze e, = g, = 3. Przypu$émy teraz, ze e; = g; dla 1 < i < k. Chcemy pokazac,
7€ e+ = Jr+1- Przypusémy przeciwnie, czyli Ze €1 # gg+1 O1AZ Z€ Jym = €k+1» L.J- Z€

ex = gk < Gk+1 < Jk+2 <+ < Jr+m = €k+1-

Teraz, przy oznaczeniach Propozycji 2 i definicji e, mamy, dla i < m:

6k (G) = Ik (gr+1) < 6k (E) (12)

Rozwazmy funkcje H:[ey, er+1] — R, taka ze H(gr+i) = m(gksi) 1 ponadto H jest
afiniczna i ciagta w kazdym przedziale [gx.;, gr+i+1]- Widzimy, ze funkcja H jest ciagla i
roézniczkowalna poza zbiorem skonczonym i ze jej pochodna w przedziatach (gy4i, Grsiv1)

jest stata i rowna 8y ,;(@). Poniewaz G jest wypukly, to
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sup {H '(x): % € [ew ex41]} = 6 (G) < 8 (E). (13)

Funkcja H dopuszcza stosowanie do niej twierdzenia o wartosci $redniej, co prowadzi do

sup {H '(x): x € [ex, ex41]} = 5:(G) < 5 (E). (14)

a to jest niemozliwe.

Przedstawienie pewnych danych numerycznych
Postugujac si¢ programem Mathematica wyliczyliSmy 2500 poczatkowych liczb
ekstremalnych. Przedstawiamy ponizej wybrane fragmenty tych danych.

Oto trzydziesci osiem poczatkowych liczb pierwszych ekstremalnych:

n(l23/4(5/6] 7|8 |9 (10{11|12] 13 | 14
e 2B(71194773/113|1992831467/66 18871 129/1327,

n| 1516 |17 | 18 | 19 |20 |21 |22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27
en|16272803394742975881/6379(704319949(10343|1318715823|1846124137

n| 28 [ 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 37 38
e,3364734763376631428634306759753|5779718261996017/102679129643

Lista ey, gdzie k < 25001 k = 0(mod 1 00):

er00| 5253173

e200| 67596937

es00| 314451367
es00| 883127303
es00 | 2122481761
€600 | 4205505103
€r00| 7274424463
eg00 | 12251434927
€000 | 19505255383
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1000 28636137347
1100/ 40001601779
1200 55036621907
e1300| 73753659461
1400 97381385771
e1500/125232859691
e1600/157169830847
e1700/196062395777
e1500241861008029)
1900296478801431
2000365234091199
e2100435006680401
e2200524320812671
e2300625382499043
€2300625382499043
e2400727995116377
e2500/842057152381

Z analizy danych liczbowych dotyczacych liczb ekstremalnych mozna wyciagac
pewne przypuszczenia, ktore jednak nie wydaja sie¢ by¢ latwymi do udowodnienia. Oto
niektdre z nich.

1. Liczba ekstremalna e,50o = 842057152381 ma w ciagu liczb pierwszych numer

m(842057152381) = 31874435493, (15)
7 czego mozna wnosi¢, iz liczby ekstremalne sa rzadko rozmieszczone w zbiorze liczb
pierwszych (mniej niz jedna na milion w zakresie do 10'2). Mozna stad wnosié¢, ze
naste¢pujaca hipoteza jest prawdziwa:

Hipoteza 6. Szereg

jest zbiezny.
Suma 10-ciu pierwszych wyrazéw tego szeregu wynosi ok. 1,0830, za§ suma 2500
pierwszych wyrazow tego szeregu jest mniejsza niz 1,0903.

2. Mozna, w analogii do definicji funkcji , zdefiniowaé funkcj¢ . nastepujaca formuta:
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T[E(X) = Z 1. (16)

p€EE,psx

Pytamy teraz, o mozliwie maty wyktadnik a, taki, ze funkcja x% roénie szybciej niz m.(x).
Doktadniej, stawiamy nastepujace pytanie. Czy
Hipoteza 7. Istnieje

inf{a > 0: . (x) = o(x%)}
i jest dodatnie.
3. Jest oczywistym, ze m(eg.1) — m(ex) = 1, jednak réwno$¢ nie jest wykluczona. Innymi
stowy, kolejne liczby ekstremalne moga by¢ zarazem kolejnymi elementami w ciggu liczb
pierwszych. Poza trywialnym przypadkiem e; = 2 i e, = 3 wsrod naszych danych sa jeszcze
dwa takie przypadki dla k = 116 i k = 976. Nie wida¢ fundamentalnych przyczyn, ktore by
wykluczaly istnienie innych osobliwosci tego typu.
4. Najbardziej interesujagce wydaje si¢ przypuszczenie

Hipoteza 8. Przy oznaczeniach jak wyzej

. Ckt1
lim =

k—>o ek

1.

Zajmiemy si¢ nim w nastepnej czesci pracy.

Definicja i wlasnosci soczewek

Z rozwazan poprzedniej czgsci wynika, ze przedziaty, ktorych koncami sg kolejne
liczby ekstremalne, sa elementami maksymalnymi ze wzgledu na spetnianie nieréwnosci
Jensena. Bedziemy je dalej nazywac soczewkami. Doktadniej
Definicja 9. Dla liczby catkowitej dodatniej k € N zbior

Sy={n€eN:ie, <n<epq}
bedziemy nazywac soczewkq. Roznice e, — ey bedziemy nazywaé dlugosciq soczewki Sy, i
oznaczac symbolem |Sy|.

Czasami bedziemy uzywac terminu soczewka w odniesieniu do czgsci wykresu
funkcji ©* dla x € [eg, exsq], badz do wykresu funkcji [ey,exiq] @ x — 6 (x — ;) +
n(er) — m*(x). Z rozwazan zamieszczonych wyzej wynika, ze dtugos¢ soczewki S; zmierza
do nieskoniczonosci, w miar¢ wzrostu k. Naszym zamierzeniem bedzie blizsze przyjrzenie si¢
szybkosci tej zbieznosci. Do tego celu wygodne bedzie rozwazanie funkcji x — S(x) gdzie

S(x) = |Sk| dlax € [ek, ex41).
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WezZmy pod uwage nastgpujaca hipoteze:
Hipoteza 10. Funkcja x — S(x) spelnia warunek
S(x) =o(x)

dla x — oo,
Zauwazmy najpierw, ze
Propozycja 11. Hipotezy 8 i 10 sq rownowazne.
Ta rownowazno$¢ bedzie udowodniona szczegdétowo nieco dalej. Chwilowo zauwazmy
tylko, ze mamy oczywistg, wynikajaca wprost z definicji, rownos¢

er+1 = €, T[Skl = ex + S(ex),

skad po podzieleniu obu stron przez e otrzymujemy

e S(e
e, 5@
€k €k
co konczy dowod implikacji w jednag strong.
Zauwazmy dalej, ze
Propozycja 12. Jezeli
e
lim £6 = ¢
k—oo ek
to
lim Pui1 _ 1.
n—oo pn
Proof.

Dla kazdego n € N istnieje k(n) € N takie, ze
€xm) = Pn < Pn+1 = €rmy+1-
Zatem
Pn €rm)
za$ ostatni ciagg zmierza zgodnie z zatozeniem do 1, jako podciag ciagu zbieznego do 1.

Warto w tym miejscu przypomnie¢ pewna uwage Erdosa (takze Selberga [1]), ktory miat

. . 7 I3 SRRt p
powiedzie¢ "z réwnosci limy,_,q ;+1
n

= 1 potrafie wywies¢ elementarny dowod PNT". 1 tak

istotnie zrobit. Jezeli zatem hipoteza 8 lub 10 jest prawdziwa, to trudno si¢ spodziewac, iz ma

ona tatwy, elementarny dowod.
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Logarytm catkowy

W tym rozdziale pokazemy, ze hipoteza o wielkosci soczewek w nieskonczonosci
S(x) = o(x) jest konsekwencja hipotezy Riemann’a. W tym celu musimy przypomniec
pewne definicje i pewne znane fakty. Bedziemy rozwaza¢ dwie doskonale znane,
wystepujace w hipotezie Riemann’a, funkcje. Pierwsza z nich, to logarytm catkowy

L:[2,00) — [0, ), za$ druga, to tzw. funkcja bledu (error term) &:[2,00) — [0, 0), dane

wzorami
* 1
L(x) :fz mdt 17)
oraz
e(x) =+vx-In x. (18)
Wraz z tymi funkcjami bedziemy rozwazaé funkcje
P(x) = L(x) —e(x) (19)
oraz dla
X € (2,0)and h € R
[(x,h) = ¢"(x) - h + ¢(x) (20)

Oczywiscie wszystkie te funkcje sa analityczne co najmniej w przedziale (2, +o0).
Bedziemy potrzebowa¢ pochodnych rozwazanych funkcji do czwartego rzedu wilacznie. W
wystepujacych ponizej wzorach bedziemy pisaé y zamiast [n(x) by nada¢ tym wzorom

bardziej zwartg forme¢. Mamy wigc:

1 1
@® —
0@ === 1)
-1 -1
L(Z) = =
() x-lnx x-y? (22)
nx+2 y+2
LW =———=5"3 (23)
x?-Ilnx
2 2
—-2-lInx+6lnx+6 —(2-y“+6y+6
L® () = = - ) _Z(2y +6y+46) (24)

3. 4
x .
x3-Inx y
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Pochodne funkcji btedu, zapisane w podobny sposob, przedstawiajg si¢ tak:
e(x) =Vx-Inx =+x-y, (25)

() nx+2 y+2 26)
£ xX) = = :
2Vx 2Vx

—Inx -y
) — -7
=R T @n

3lInx—-2 3y-2
e® = = : (28)
8x2\/x 8x2\/x
—15In x+16 —15y+16
£®(x) = s A} (29)
16x3v/x 16x3+/x

Zauwazmy, ze drugie pochodne, tak funkcji L, jak i funkcji € s3 ujemne, wigc obie te

funkcje sa w swoich dziedzinach wklgste.
Druga pochodna funkcji ¢ ma postaé
3
—4x+Inx —4/x+y?
2 - 2
xVx Inx 4xxy

@ (x) =

zatem biorac pod uwagg fakt, ze
3
lim (- 4vx +Inx) = —oo
X—00

mozemy stwierdzi¢, ze zachodzi nastgpujaca propozycja.
Propozycja 13. Istnieje x, € (2, ) takie, Ze funkcja @ jest wklesta w przedziale [x,, ).

Uwaga o wielomianach Taylora rozwaznych funkcji
Ustalmy punkt x € (2, ). Niech Tx(,3L) oznacza wielomian Taylora rzedu trzy funkcji

L o centrum w x. Zatem
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1 1
T;c(i)(h) =Lx)+LDx)-h+ 5 LD(x) - h? + g_ L®(x)

(30)
- h3.
Reszta RJ(cg)(h) =L(x+h) - Tx(’?’L) (h), zapisana w formie Lagrange’a, dana jest wzorem:
1
R (h) = 5o L@ - 1Y, (31)

gdzie € jest punktem z przedziatu (x, x + h). Poniewaz L < 0 w catej swojej dziedzinie, to
zachodzi ponizsza nier6wnosc.

Propozycja 14. Dla kazdego x € (2,) i dla kazdego h € (2 — x,) prawdziwa jest
nastepujgca nierownosc:

L(x +h) < TS ().

Niech Tx(_? oznacza wielomian Taylora rzedu trzy funkcji € o centrum w x, i.e.

1 1
T (h) = e(x) + D (x) - h + 7 0P h 2 1O 2

- h3.

Uzywajac podobnej argumentacji jak w przypadku funkcji L mamy:
Propozycja 15. Dla kazdego x € (2,00) i dla kazdego h € (2 — x, ) prawdziwa jest
nastepujqca nierownosc:

e(x +h) ST (h).

W konsekwencji mamy nieréwnos¢ (dla h € (2 — x, )):

Lx +h) +eCx + h) < T (h) + T2 (h). (33)

Definicja pewnych dwoch funkciji

W tym rozdziale zdefiniuyjemy dwie funkcje hy:(x,, ®©)3x > h,(x) ER i
h_:(x,,) 2 x = h_(x) € R, gdzie x, jest punktem zdefi—niowanym w Propozycji 13. W
szczegotach omowimy definicje funkceji h, . Definicja funkcji h_ bedzie podobna.
Ustalmy punkt x € (x,,0). Wezmy pod uwagg styczng I(x, h) do wykresu funkcji ¢ w

punkcie (x, @(x)). Jej rownanie (h € R) ma postac:
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I(x,h) = @' (x) - h + @(x) (34
= (L'(x)h — &' (x))h + L(x) — e(x).
Potproste otrzymane, gdy we wzorze (34) ograniczymy si¢ do h € [0, ) lub h € (—o0,0]
bedziemy oznacza¢ symbolami [, (x, h) or [_(x, h) odpowiednio.
Dla h = 0 mamy nierownos¢:

I(x,0) = @p(x) = L(x) — e(x) < L(x) + £(x).

Oznacza to, ze polprosta I, Btartuje" z punktu wewngtrznego (x, L(x) — £(x)) podwykresu

L + &, ktory jest zbiorem wypuklym. Poniewaz

d
anFCT =TT
i
d In(x+h)+2
Ty

zatem

o d
rlll_)n.}o%(L(x+h) +e(x+h))=0.

Z drugiej strony

%l(x +h)=¢'(x) >0,
z czego wynika, ze polprosta I, (x, h) musi przecia¢ wykres $cisle wklestej funkeji L(x +
h) + e(x + h) w doktadnie jednym punkcie. Oznacza to, ze prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie:
Propozycja 16. Dla kazdego x € (x,, ) istnieje doktadnie jedna liczba dodatnia h(x)
taka, zZe

L(x 4+ hyo(x) + e(x + hy(x) = @' (%) - hyo (%) + @(x).

Mowiac nieco inaczej, dla kazdego x € (x,, o) rownanie (o niewiadomej h)
Lx+h)+ex+h)=¢'(x) -h+ @) (35)

ma doktadnie jedno rozwigzanie dodatnie, ktére oznaczamy symbolem h, (x).

Jezeli zastagpimy potprosta I, (x,h), przez potprosta [_(x,h), to stosujac analogiczne

rozumowanie, otrzymujemy nastepujacy fakt.
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Propozycja 17. Dla kazdego x € (x,, ) istnieje doktadnie jedna liczba ujemna h_(x) taka,
ze

L(x+h_(x)) +e(x +h_(x)) = ¢'(x) - h_(x) + @ (x).

Inaczej moéwigc réwnanie (35) ma doktadnie jedno rozwigzanie ujemne, ktore oznaczamy

symbolem h_(x).

Pewne réwnanie pomocnicze
Rzad wielkosci dlugosci soczewek w nieskonczono$ci zwigzany bedzie z szybko$cia
zmierzania do nieskonczonosci funkcji x = hy(x) i x = h_(x) (w istocie roznicy h,(x) —
h_(x)). Poniewaz rownanie (35) jest trudne do rozwigzania, to, dla osiagnigcia zamierzonego
oszacowania, bedziemy rozwaza¢ pewne rOwnanie pomocnicze:
I W +TE ) = ¢'(x) - h+ 9(x), (36)

ktore moze by¢ zapisane w postaci

W, (h): = %(L(3)(x) +e® () -h3+ % LPx) + @ (x)) - h? 37)

+2eMW(x) - h + 2¢e(x) = 0.

Jak widzimy, rownanie (37) jest rOwnaniem algebraicznym trzeciego stopnia. Ma ono
wiec co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Pokazemy, ze rOwnanie to ma zawsze trzy
pierwiastki. Interesowac nas bedzie nie tylko istnienie pierwiastkow rownania (37), ale takze
ich znaki. Zauwazmy, ze wobec W, (0) = 2&(x) > 0, liczba h =0 nie moze by¢
pierwiastkiem rozwazanego roéwnania. Zauwazmy tez, ze rownanie (37) nie jest pojedynczym
rownaniem algebraicznym, ale jednoparametrowa rodzing réwnan algebraicznych z
parametrem x € (x,, ).

Udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 18. i). Istnieje x, € (x,, ), taki,ze dla x > x, rownanie W, (h) = 0 ma pierwiastek
dodatni.

ii). Istnieje x_ € (x,, ) taki, ze dla kazdego x > x_ rownanie W, (h) = 0 ma pierwiastek
ujemny.

Dowod lematu przeprowadzimy pozniej wraz z dowodem Propozycji 23. Zatdézmy wige, ze
Lemat 18 jest prawdziwy. Pozwoli to nam na zdefiniowanie dwu nowych funkcji h} and h”.

Opiszemy w szczegotach definicje funkcji hj.
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Definicja 19. Niech x € (x,, ). Wowczas zbior dodatnich pierwiastkow rownania (35) jest
niepusty i ktadziemy
R (x) = min {h > 0: W, (h) = 0}.

Zwiazek migdzy funkcjami h, i h} jest nastgpujacy:
Propozycja 20. Jezeli Lemat 18 jest prawdziwy, to dla x € (x,, ) zachodzi nierownosé
hy(x) < hi(x).
Proof. Ustalmy x € (x,, ). W przedziale [x,x + h,(x)], i.e. dla h € [0, h(x)] linia I(x, h)
lezy ponizej wykresu funkcji L + €. Wynika to wprost z definicji funkcji h, (x). Zatem w
tym przedziale linia [(x,h) nie moze przecia¢ wykresu funkcji Tx(’“? + Tx(i) wobec
nierownosci (33). Zatem rownanie W, (h) =0 nie ma pierwiastkbw w przedziale h €
[0, hy(x)]. Ale to oznacza, ze h,(x) < h}(x), co konczy dowod Propozycji 20.
Zaktadajac ponownie prawdziwos$¢ Lematu 18 mozemy postawi¢ nastepujaca definicje.
Definicja 21. Niech x € (x_, ). Wowczas zbior ujemnych pierwiastkow réwnania (37) jest
niepusty. Kladziemy:

h* (x) = max {h < 0: W, (h) = 0}.

Zwrot "zbior pierwiatkdw" jest w rozwazanym przypadku pewnym naduzyciem, bo, jak
fatwo sprawdzi¢, rownanie (37) ma jeden pierwiastek ujemny i dwa dodatnie.

Zwiazek migdzy funkcjami h_ i hZ jest nastepujacy:

Propozycja 22.

Jezeli Lemat 18 jest prawdziwy, wowczas dla x € (x_, ) zachodzi nierownos¢: h_(x) >
hZ(x).

Dowdd Propozycji 22 jest analogiczny do dowodu Propozycji 20.

Dowéd giéwnego lematu
Teraz udowodnimy Lemat 18. Rownanie (37) ktorym si¢ interesujemy, moze by¢
zapisane w formie:
As(x) R34+ A,(x) - h* + Ay (x) -h+ A,(x) =0 (38)

gdzie, uzywajac wzorow 21-28, mamy:
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A3(x) = %(L(?')(X) +e@(x)

1 8Vx(y+2)+y*(3y —2) 39
- E ' xz\/;y3 )
1 -1 4Vx+y3
420 =5 (D0 + €D () = o (40)
_r+
M) =" (1)
Ay () = 2V%y. “2)

Teraz, biorac pod uwagg fakt, ze dla dostatecznie duzych x As(x) > 0, dzielimy rownanie

(38) przez A;(x) i1 sprowadzamy rownanie do postaci:

h3 + By(x) - B2 + By(x) - h + B,(x) = 0 43)
gdzie
A 4xy + y*
By(x) = 4209 _ X Viy +y , (44)
Az(x) 8Vxy + 16vx + 3y* — 2y3
Ay (%) y*+2y°
Bi(x) = = 48x? , 45
109 Az (x) 8Vxy + 16vx + 3y* — 2y3 43)
Ao(0) y*
B = = 3 . 46
o) A3 (x) g 8vxy + 16v/x + 3y* — 2y3 (46)
h®+By(x)-h?+By(x)-h+B,(x) =0 47)

Dla dalszej analizy rownania (43) wygodnym bedzie postuzenie si¢ symbolami Landau’a.
Przypomnijmy, ze dla funkcji g okreslonej w otoczeniu +oo0 bedziemy pisa¢ g = o(1) wtedy
i tylko wtedy, gdy lim,_,,+ g (x) = 0. Uzywajac tej konwencji, mozemy napisac:

%+ o(1)

2 7 (48)
1T+ o)

B,(x) = —6
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B, (x) = 482 — ) _ (49)
! 1+ o0(1)
o(1)
B = 96x3 ———. 50
o) = 96x° T o (50)
Pozwala to na zapisanie rownania (43) w postaci:
1
5 +o(1) o(1) o(1)
h3 — 6x2——h% +48x% ———h + 96x3 — 2 = D
*1T+o(D) ¥ 1T+o(D) ¥ 1+oD)
Teraz podstawiamy h = 8x, co prowadzi do postaci:
1
>+o(1) o(1
93x3 — 6x2———02x2 + 48x2L9x
1+0(1) 1+0(1) (52)
o(1)
96x3 ———=0.
T T e

Poniewaz zajmujemy si¢ tylko sytuacja, kiedy x > 0, to mozemy podzieli¢ ostatnie rownanie

przez x3, otrzymujac nastepujace rownanie (z niewiadoma 8):

1
5> +o(1) o(1) o(1)
2 _ 53)
03 —654———02+48—-—0+96——-—=0. (
1+o0(1) 1+o0(1) 1+o0(1)
Na koniec, biorgc pod uwagg rownosc:
ztom 1
1+om 2 toW
mozemy zapisa¢ rownanie (52) w postaci:
03 —30% + v,(x)0% + v (x)0 + v,(x) =0, (54)

gdzie v (x), v,(x), v,(x) sa trzema dodatnimi funkcjami okre§lonymi w otoczeniu +oo i
zmierzajacymi 0 gdy x zmierza +oo. Jezeli dla ustalonego x’ znajdziemy liczbe 8’ bedaca
pierwiastkiem réwnania (54),to wowczas liczba h' = 6 - x' jest pierwiastkiem rownania
(43). Wystarczy zatem bada¢ rownanie (54). Udowodnimy wigcej.

Propozycja 23. Dla kazdego a > 0 istnieje punkt x, taki, ze dla kazdego x > x, réwnanie

(53) ma w przedziale [—a, a] doktadnie dwa pierwiastki 6_ 16,1 ponadto 8_ < 0 < 6,.
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Proof. Istotnie, Propozycja 23 jest silniejsza niz Lemat 18, w ktorym postulujemy jedynie
istnienie pierwiastkow ujemnego i dodatniego. W Propozycji 23 dowodzimy nie tylko, ze
takie pierwiastki istnieja, ale Ze mozemy je znalez¢ w dowolnie matym przedziale o $rodku w
0. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze @ < 1. Ustalmy wigc liczbe 1 > a > 01
wybierzmy x, na tyle duzy, ze dla x > x, mamy:

(%) - a? + v (X) - a + v,(x) < 2a? (55)
and

v,(%) - a? — v (x) - a + v,(x) < 2a?, (56)

Taki punkt x, istnieje, gdyz wszystkie trzy funkcje vy, vy, v, sa 0(1) gdy x zmierza do +oo.
Ustalmy x > x,. Przepisujemy rownanie w postaci: f(8) = g(8), gdzie
f(0) =03 +v,(x) 0% +v,(x) -0 +v,(x), (57)

g(6) =362 (58)

Potézmy h(0) = f(6) — g(6) i wezmy pod uwage przedziat [0, «]. Mamy: h(0) = f(0) —
g(0) = v,(x) > 01, (poniewaz @ < 1 oraz mamy nier6wnosc (52)) otrzymujemy:
h(a) = f(a) — g(a) = a® + v,(x) - a? + v, (%) - a + v,(x) < a® + 2a? — 3a? = 0.
Zatem roéwnanie ma pierwiastek 6, € (0, a).
Rozwazmy teraz przedzial [—«,0]. Dla 8 = 0 mamy, jak wyzej h(0) = v,(x) > 0. Dla
6 = —a mamy (wobec —a® < 0 i nieréwnosci
h(—a) = f(—a) — g(—a) = —a® + v,(x) - a® — v, (x) - @ + v,(x) — 3a?
<vy(x)-a? —vi(x) a+v,(x) —3a? <2a?—-3a?<0.
Powotlujac si¢ raz jeszcze na argument cigglosciowy wnosimy o istnieniu pierwiastka 6_
rébwnania w przedziale (—a,0). Zauwazmy, ze 6_-x = hZ(x) oraz 0, -x = hi(x). To

konczy dowod Propozycji 23, a zatem i Lematu 18.

Rzad wzrostu soczewek

W rozwazaniach poprzednich rozdziatlow, pojawily si¢ cztery funkcje: h_, h,, h
oraz h}, ktore sa zdefiniowane w pewnym przedziale postaci (M, o) i ktore speiniaja
nastepujace nierdwnosci (dla kazdego x € (M, o))

hZ(x) < h_(x) <0< hy(x) <hi(x). (59)
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Naszym celem jest okreSlenie rzedu wielko$ci w +oo réznicy H(x) = hy(x) — h_(x).
Udowodnimy nastepujace:
Propozycja 24. Funkcja H spetnia zwigzek:

H(x) = o(x),
gdy x zmierza do +oo.
Proof. Wynika to bezposrednio z wiasnosci sformutowanej w Propozycji 23. Istotnie
wystarczy sprawdzi¢ oddzielnie, ze h,(x) = o(x) oraz h_(x) = o(x). Dla udowodnienie
pierwszej z tych relacji ustalmy dowolng liczbe dodatnig € > 0. Z Propozycji 23 (ktadac
a = €) wynika, ze istnieje M; > M, takie, ze x > M; implikuje istnienie liczby 6 < € (6
zaleznej od x) takiej, ze h} (x) = 6 - x. Ale to oznacza, ze

hi (x)

<E€

dla x > M;. Dowod dla h” jest analogiczny.

Teraz juz mozemy udowodni¢ twierdzenie o rzedzie wielko$ci soczewek S, w
nieskonczono$ci, w oparciu o Propozycje 24. Najpierw jednak udowodnimy pewien lemat o
ciggach zbieznych do +oco.

Lemat 25. Przypusémy, ze dane sq cztery ciggi (xi ), (xi)Y.(2x)T, oraz (e,)Y takie, ze:

0<xp <ep<eppr <xp, (60)
Xi <z < xif, (61)
alm, e = +oo, (62)
xXp—xj
lim —~—* — . (63)
k—oo Zk
Wowczas
eri1— €
lim 2+ "k _ .
k—o0 e
Proof.

Z wtasnosci (60) 1 (62) wnosimy, ze:

lim x; = +oo.

k—oo

Dalej stwierdzamy, ze rOwniez
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lim x;; = +oo.
k—oo

Istotnie, przypusémy, ze istnieje nieskonczony zbiér L. © N i stata K > 0 takie,ze 0 < x,; <

K dlan € L. Zatem dla n € L. mamy:

Stad wobec (?70)

K
—->0,nel

ZTl
Stad z kolei wynika, ze lim,,¢y, z,, = +00. W konsekwencji
x+

. n
lim— =0,
neL Zn

a to za$ oznacza, ze istnieje n € L takie, ze X, < z,, co jest niemozliwe, wobec (61).
Z nierownosci

+ +
X — X X — X
k k< k k

.X'k Zy
wnosimy, ze
. x_
lim —=1
k—>+o xk
a to pozwala na stwierdzenie, ze
X =X
lim — =90
k—>+o Xy
Ale
X — Xk _ Xk — Xk
e X3
wiec
L X T Xy
lim =0
k—o0 €k
Poniewaz
€r+1 — € _ X — Xy
€k e
to
€r+1 — €k
lim =0,
k—>oo ek

co konczy dowod Lematu 25.

Lemat 26. Wykres funkcji * lezy miedzy wykresami funkcji L — € oraz L + €.
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Proof.

To dos¢ oczywista wlasnosé, ale uzasadnienie tej oczywistosci byloby dhuzsze niz formalny
dowdd. Zatdézmy wiec wihasno$é przeciwng. Oznacza to, ze istnieja dwie kolejne liczby
pierwsze p, and p,, takie, ze punkty A = (p,,n) i B = (P, n + 1) leza miedzy L — € i
L + & natomiast odcinek [4, B] przecina wykres L — € lub L + €. Poniewaz podwykres L + ¢
jest wypukty, zatem [A, B] przecina jedynie wykres funkcji L — €. To z kolei oznacza, ze
istnieje X € (P, Pns1) taki, ze punkt X = (x,n) lezy pod wykresem L —¢, bo m jest
niewigksza od *. Ale X = (x,m(x)), zatem z definicji funkcji € wynika, ze X lezy miedzy
wykresami L — €1 L + €. To koficzy dowod Lematu 26.

Lemat 27. Niech S, bedzie soczewkq zdefiniowang przez ekstremalne liczby pierwsze ey, i
ex+1- Wowczas odcinek tgczgey punkty U = (e, m(eg)) i V = (exy1,m(€x41)) nie moze
przecinac wykresu funkcji L — € w dwu réznych punktach.

Proof. Teza wynika z Lematu 26 gdyz zgodnie z definicja punktéow ekstremalnych, caly
wykres m* w przedziale [e, er.1] lezy ponizej odcinka taczacego U i V, a jak pokazalismy
wyzej, wykres ¥ lezy nad wykresem L — ¢.

Gloéwne twierdzenie niniejszego rozdziatu to:

Twierdzenie 28. Przy oznaczeniach jak wyzej, Hipoteza Riemann’a implikuje rownosé:

. Ckt1
lim =
k—+o (7%

1.

Proof. Niech U i V bedg jak w Lemacie 27. Niech [(U, V) bedzie linig prosta taczaca U i V.
Przesunmy te prostg rownolegle w kierunku pionowym do pozycji I*, gdzie linia prosta [* jest
réwnolegta do I(U,V) i styczna do wykresu funkcji L — ¢. Linia ta - I* - przecina wykres
L+ ¢ w punktach U* i V*, ktorych pierwszymi wspélrzednymi sa liczby x; oraz xjf
odpowiednio, za$ pierwsza wspotrzedng punktu stycznosci jest z;. Latwo sprawdzic, ze ciagi
DT (L (z)T, 1 (er)Y spelniajg zatozenia Lematu 25. To konczy dowod twierdzenia.
Mamy tez rownowazne sformutowanie Twierdzenia 28.

Whiosek 29. Funkcja diugosci soczewek x — S(x) spetnia warunek S(x) = o(x).

Uwagi koncowe

Naturalnym jest pytanie, czy twierdzenie o zachowaniu si¢ dtugosci soczewek w
nieskonczono$ci mozna udowodni¢ bez odwotania si¢ do hipotezy Riemann’a i czy mozna
doktadniej okresli¢ ksztatt funkcji S(x). Podany w tej pracy dowod twierdzenia S(x) = o(x)

oparty jest na rozwinigciu Taylora. Mozliwym jest skorzystanie z twierdzenia o funkcjach
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uwiktanych w wersji z trywialng pierwsza rozniczka i nietrywialng druga, ale bez istotnego
wptywu na dlugo$¢ dowodu. Jak wspomniatem, "tatwy" dowod twierdzenia S(x) = o(x),
bez zakladania Hipotezy Riemanna, jest malo prawdopodobny wobec wspomnianej wyzej
deklaracji Erddsa. Szczegdty opisane sg w §wietnym artykule D. Goldfelda [1].

W odniesieniu do "ksztattu" funkcji S(x), sa pewne przestanki sugerujace relacje S(x) =
0(Vx -In3(x)), oczywiscie przy zatozeniu hipotezy Riemanna. Dane eksperymentalne,
wprawdzie szczuple, wspieraja to przypuszczenie. Na koniec dodajmy, ze ciag liczb
pierwszych ekstremalnych "mieszka" od trzech lat w The On-Line Encyklopedia of Integer

Sequences pod numerem A246033 i - jak dotad - nikt nie zakwestionowat legalnosci jego tam

pobytu.

Tarnowski akcent

Historia PNT i Hipotezy Riemanna trwa juz ponad dwa wieki. Wérdéd wielu nazwisk
znakomitych matematykow, ktorzy pisali i piszg te pasjonujacg historie, sa dwa zwigzane z
Krakowem i Tarnowem. Krakowski akcent przedstawia si¢ nastepujaco. W drugiej potowie
XIX wieku profesorem matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego byt Franciszek Mertens.
Jest on autorem hipotezy, zwang hipotezg Mertensa, ktora formutuje si¢ tak. Dla liczby
naturalnej k definiujemy (M6bius) liczbe pu(k), ktora przyjmuje warto$¢ zero dla tych liczb
naturalnych, ktére sa podzielne przez kwadrat liczby pierwszej. Dla liczb bezkwadratowych
u(k) jest rowne +1 lub —1 w zaleznosci od tego, czy liczba czynnikow pierwszych w
rozktadzie k jest parzysta, czy nieparzysta. Funkcja Mertensa dana jest wzorem

M@ = Y (o),
keNksx

Hipoteza Mertensa mowi, ze dla kazdego x zachodzi oszacowanie |M(x)| < vx i
stosunkowo tatwo dowodzi sie¢, ze hipoteza Mertensa implikuje hipotez¢ Riemanna.
Zrozumiatym jest, ze hipoteza Mertensa budzita wielkie zainteresowanie. Sam Mertens
sprawdzil "recznie" jej prawdziwo$¢ dla x < 10%*. Przez dziesigciolecia znaczgco
powigkszono wyktadnik 4 i nie znaleziono do dzi§ numerycznego kontrprzyktadu. Jednak
hipoteza Mertensa okazata si¢ nieprawdziwa. Udowodnili to w 1985 roku dwaj matematycy:
Holender H.J.J. te Riele i Amerykanin A.M.Odlyzko. Doktadniej Andrew Odlyzko, czyli

Andrzej Odtyzko. Urodzony w Tarnowie w 1949 roku. I to jest ten ,,tarnowski akcent”.
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